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月饼冷却过程的数学模型
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摘要　本文建立了月饼冷却过程的数学模型�讨论了模型的能控、能观性及其渐近性质�根据实
验数据�用最小二乘法估计了模型中的未知参数．
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月饼烘烤出炉后�温度常高达100℃左右�传统作法是让其在中转库中放置24h 以上�
让其自然冷却�然后密封包装�因此�月饼生产不仅占据大量空间�生产周期较长�且因月
饼长时间暴露于空气中�易受细菌污染而影响月饼的保鲜期．如何缩短生产周期和延长月饼
保鲜期�是一个具有挑战性的难题．目前国内外在这方面的研究尚属空白．

月饼的快速冷却过程易影响其外观色泽�并在冷却后立即包装时会在月饼上和包装袋内
产生凝露．因此�冷却的快慢要受控制�并且冷却后月饼饼芯温度必须在38℃左右．为达到
此要求�整个过程包括风冷、强冷、均热等几个步骤．作为广东省科委组织的企业技术攻关
项目之一�我们研制了月饼自动冷却线系统并投入实际使用�效果良好．本文旨在建立月饼
冷却过程的数学模型�讨论系统的能控性、能观性以及参数估计等问题．有关利用该模型进
行控制系统的设计将在另文给出．

1　月饼风冷过程的热传导模型
月饼在冷却过程中的热传导可用如下的热传导方程［1～3］来描述�

●●x（ K ●T●x ）＋ ●●y（ K ●T●y ）＋ ●●z （ K ●T●z ）＝ρC●T●t � （1）

其中�T 为月饼的温度分布函数�K 为传热系数�C 为比热�ρ为比重．该模型对于实际应用来
说�过于复杂［1�2］�为了简化模型�考虑需冷却的月饼是放在铁质托盘中�每个托盘密集放置18
个月饼�散热主要以月饼上下两面对流传热为主�忽略月饼皮对传热的影响�可作如下假设：

图1　月饼热传导模型

①月饼为均匀介质．K、C、ρ均取为平均值且是时不变的．
②热量主要是通过上、下表面散发出去的�仅沿纵轴方向存在着

温度梯度（见图1）．

据假设②●T●y ＝0�●T●z ＝0�模型（1）简化为：

●T●t ＝α●2T
●z2�α＝ K

ρC． （2）

将月饼由圆心 O 至上表皮等分成 N＋1块�并令时间间隔为Δt�则式
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（2）可离散化为：
T（0�k＋1）－ T（0�k）Δt ＝ a T（ n＋1�k）－2T（ n�k）－ T（ n－1�k）

（Δz ）2 �n＝1�2�3�…�N－1（3）

式中�T（ n�k）代表第 n块在 k·Δt 时刻的温度值．对 n＝0�即中心块有：
T（0�k＋1）－ T（0�k）Δt ＝α2T（1）－2T（0）

（Δz ）2 ． （4）

而边界块除与内部的热交换外�还与环境有对流传热�因此边界的热平衡方程［3］为：

VρC T（ N�k＋1）－ T N（k）
Δt ＝－ KA T（ N�k）－ T（ N－1�K）Δz ＋h ［ T e－ T（ N�k） ］． （5）

式中�V 为边界块的体积�A 为底面积�h 为对流传热系数．记 a＝ α·Δt
（Δz ）2�b＝ h

VρC�综合式（3）

～（5）得到无风时的月饼冷却方程：
（ T（0�k＋1）
（ T（1�k＋1）
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T e． （6）

如果考虑风的影响�式（6）可修正为：
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v． （7）

式中�T e 为环境温度�v 为风速．观察方程为：
y（k）＝ T（0�k）． （8）

结论1：只要 a�b 非零�系统（7）�（8）是能控和能观的．
证明：设 e1�e2�…�eN＋1为 RN＋1中的标准正交基�

A＝
1－2a　2a
　 a　1－2a　 a
　　　⋱　⋱　⋱
　　　　 a　1－ a－bf s

�b＝
0
0

b性 把褒

．

易验算：　 b　→＝beN＋1；
Ab　→ ＝ abeN＋（1－ a－b） beN＋1；
A2 b　→＝ a2beN－1＋ ab（2－3a－b） eN＋［ a2b＋b（1－ a－b）2］ eN＋1；

A N b　→＝ aNbe1＋CN�2e2＋…＋CN�N＋1eN＋1．
其中�CN�2与 CN�N＋1为 a�b 的多项式�从而�r ［ b　→�Ab　→ �…�A N b　→］＝ N＋1�故系统能控�同理可
证�系统能观．
结论2：若0＜ a＜0∙5�b＞0�则系统（6）是稳定的�且

lim
k→∞ T（ n�k）＝ T e�n＝0�1�…�N ．

证明：显然�矩阵 A 的谱半径ρ（ A）≤‖ A‖1＝1�设λ为 A 的特征值�［ x1�x2�…�xN＋1］ T 为相
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应的特征向量�则：
（1－2a） x1＋2ax2＝λx1
ax1＋（1－2a） x2＋ ax3＝λx2
　　　　　
axN＋（1－ a－b） xN＋1＝λxN· ＋1

． （9）

不妨设 i使得｜x i｜＝ max1≤ j≤ N＋1｜x j｜．由式（9）的第 i个方程知�｜λ｜＝1�仅当｜x i－1｜＝
｜x i＋1｜＝｜x i｜时才可能成立�再考查式（9）的第 i－1个及第 i＋1个方程知�要使｜λ｜＝1成立�
必须｜x i－2｜＝｜x i－1｜＝…＝｜x i＋1｜＝｜x i＋2｜�依次递推�要使｜λ｜＝1成立�只能是｜x1｜＝｜x2｜
＝…＝｜xN＋1｜�但这与式（9）的最后一个方程矛盾．从而ρ（ A）＜1�即系统（7）是稳定的．不难验
算

lim
k→∞ T（ n�k）＝ T e�　　 n＝0�1�2�…�N ．

图2　月饼冷却过程曲线

结论2表明�即使在自然冷却的条件
下�月饼的温度最终也将趋于环境温
度�这与实际情况相符．

2　参数估计
模型式（7）中的参数 a�b�d 较难

通过纯粹的机理分析确定其精确值．
本节里�我们将运用观测数据（见图2）
获得参数 a�b�d 的估计值．

先估计参数 a与 b�为此�考虑无
风模型式（6）．令：

I（ a�b）＝ ∑K

k＝ K0
［ aT（ N－1�k）＋（1－ a－b） T（ N�k）＋bT e－ T（ N�k＋1） ］2

取 N＝2�T e＝20℃�Δt＝5s�K0＝45min�K＝75min．由最小二乘法�可解得：
a＝0∙33�b＝0∙12．

下面估计参数 d�考虑有风模型（7）．令：

J（ d）＝ ∑K

k＝ K0
［ aT（ N－1�k）＋（1－ a－b） T（ N�k）＋ T e＋ v d－ T（ N�k＋1） ］2．

取 N＝2�T e＝20℃�v ＝3m／s�Δt＝1min�K0＝16min�K＝56min．令 J′＝0�解得 d＝－1∙08．
为得到更精确的估计值�我们进一步在（ a�b�d）附近作直接搜索�最终得到 a�b�d 的估计值
为：

a∗＝0∙25�　b∗＝0∙12�　 d∗＝－1∙17．
月饼模型计算曲线与实测曲线如图2所示．

3　结论
本文采用机理分析与参数估计相结合的方法建立了月饼在风冷过程中的热传导模型．该模

型是能控和能观的．用该模型计算出来的数值与实际观测结果相差不超过2℃．
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The Mathematical Model of Moon Cake Cooling Process
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Abstract　A mathematical model of Moon－cake cooling process is proposed．The proof of the con-
trollability�the observability and the convergency of the model are discussed．The estimation of the
parameter of the model is done．
Key words　model；controllability；estimation
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